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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es mostrar cómo las herramientas estadísticas pueden ser aplicadas a las técnicas de seguros.

El análisis de varianza básicamente consiste en la descomposición de las variaciones de una variable en variaciones atribuibles al comportamiento de un conjunto de variables explicativas y a otras variaciones de las cuales se desconoce su origen y que reciben el nombre de variaciones residuales o aleatorias.

A lo largo del trabajo se explica cómo surgen estas variaciones y se desarrolla el cálculo de las mismas, interpretando los resultados obtenidos.

Una vez presentada esta herramienta de análisis de varianza, se esquematizarán los principios de la teoría de la credibilidad, técnica ésta empleada en el cálculo de las tarifas de los seguros patrimoniales.

Uno de los criterios utilizados para el cálculo de los factores de credibilidad  es el criterio de Bulhmann que, justamente se basa en esta comparación de varianzas.

Se mostrará entonces la semejanza que se observa entre las fórmulas que se utilizan en el cálculo del factor de credibilidad aplicando el criterio de Bulhman y las empleadas en la técnica de análisis de varianza.

Finalmente, se mostrará cómo pueden ser determinados los distintos valores mediante la aplicación de la herramienta Análisis de varianza de un factor obrante en la planilla de Excel.

Palabras clave: Variaciones, credibilidad, análisis comparativo.
INTRODUCCION
Las variables dependientes varían no sólo en función del conjunto de variables independientes incluidas en el modelo sino también en función de las variaciones que se producen en otro conjunto de variables independientes desconocidas. El hecho de que no puedan ser incluidas todas las variables hace que siempre exista una variabilidad aleatoria – aún cuando las variables independientes consideradas se mantengan constantes-.
El fin del análisis de varianza es estudiar esas variaciones y asignar parte de la variabilidad a dicho conjunto de variables independientes.
De este modo, este análisis tiene como objetivo determinar cuáles son las variables independientes que están interactuando.

Análisis de varianza. Concepto

El análisis de varianza constituye un conjunto de técnicas estadísticas cuyo objetivo es  descubrir “factores que producen cambios sistemáticos en alguna variable de interés”. Los factores propuestos pueden referirse a variables cuantitativas o atributos (cualitativos).
En sí, se trata de una generalización del test o prueba de hipótesis para la diferencia entre dos medias para el caso en que se comparen simultáneamente k medias (k>2).

A fin de poder realizar el análisis, debe seleccionarse un conjunto de muestras al azar independientes de k poblaciones – diseño experimental completamente aleatorizado –
Modelo de clasificación única, análisis de varianza unilateral o de una vía.
Los supuestos implícitos en el modelo estadístico son los que a continuación se detallan:
1) las varianzas poblacionales son iguales entre sí y equivalentes a  un valor constante 
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2) Cada una de las k poblaciones analizadas tiene distribución normal.
3) Cada muestra es independiente y aleatoria, extraída de su respectiva población de tratamientos.

El modelo puede, entonces, ser explicado mediante la siguiente expresión:


xij = μ + 
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 + εij

De acuerdo con ello, se deriva que cada observación xij puede descomponerse en tres elementos:
1) un efecto medio μ que se deriva de la población de la cual proviene ese elemento xij;
2) un efecto correspondiente al i-ésimo tratamiento:
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 ; o sea, un efecto específico a raíz del tratamiento a que pertenece o está sujeto el elemento xij.
3) Un efecto aleatorio ocasionado por causas que no pueden determinarse (εij) denominado también, error residual.

4) Ese error residual posee distribución normal con media cero y varianza σ2 (constante), lo cual puede escribirse del siguiente modo:

εij ~ N (0, σ2); o sea 
Esquema de cálculo
En cada una de las k poblaciones bajo análisis, se extraen muestras al azar de una cantidad variable ni  de elementos. El siguiente esquema ilustra lo previamente expuesto:
Población del tratamiento 1
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←medidas correspondientes→

a la población

←tamaño de la muestra que se extrae→
Población del tratamiento k                        
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 (x11 x12 ... x1n1)
   ←elementos de cada muestra→
      (xk1 xk2 ... xknk)
donde; xij: es el j-ésimo elemento del i-ésimo tratamiento o población;

i: es el número de tratamiento (i=1,2,...k)


j: es el número de elementos extraídos de cada tratamiento (j=1,2,...,ni)

La información obtenida a partir del muestreo a realizar puede ser resumida en el siguiente cuadro.

Modalidades del atributo 
          T1
              

 T2
...
Ti   
...
Tk
Elementos de la muestra  


1 
    
            x11 

  x21
...
xi1
...
xk1

2 

            x12  

  x22
...
xi2
... 
xk2
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          x1n1 

  x2n2 
...
xini 
...
xknk
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Cabe mencionar que Ti   representa el i-ésimo tratamiento o población. 
Se detallan a continuación los diferentes conceptos que surgen del cuadro precedente y que resultan necesarios para llevar a cabo el análisis de varianza.
Medias de tratamientos                   

Se calcula un promedio de los valores correspondientes a cada una de las muestras – tratamientos muestrales - seleccionadas de las respectivas poblaciones, mediante la aplicación de la siguiente fórmula:
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Media total
Se calcula un promedio de los valores correspondientes a todas las muestras – tratamientos muestrales- mediante la aplicación de la siguiente fórmula:
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La media total  puede obtenerse también como promedio ponderado de las medias correspondientes a cada uno de los tratamientos muestrales, del siguiente modo: 
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ya que
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Análisis de las variaciones:
a) Variación total:
El objetivo es conocer cuánto o cómo se desvían todos y cada uno de los elementos integrantes de los distintos tratamientos muestrales con respecto a la media total.

Esta variación se simboliza como VT = St v es equivalente a la expresión que seguidamente se expone:



VT = St = 
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   (2) 
Al desarrollar el cuadrado del binomio, se tiene que:




St = 
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St = 
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Teniendo en cuenta que:
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Se obtiene la siguiente expresión:



St = 
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St = 
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Al reemplaza 
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 por la expresión obtenida en (1)




St = 
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St = 
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Y, definiendo c como:

 c = 
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Se obtiene la expresión final de la variación total:



VT = St = 
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(3)
Por el teorema de Fisher, se demuestra que la variación total tiene una distribución 
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 con (N-1) grados de libertad.
Esto es así ya que se trata de una suma de N variables aleatorias independientes, estandarizadas 
 y elevadas al cuadrado. Debe recordarse que el número de grados de libertad es equivalente al número de variables aleatorias independientes. Si bien las variables consideradas son N, al centrar las variables se está perdiendo un grado de libertad ya que 
[image: image46.wmf]x

es una combinación lineal de las mismas; de allí, que el número de grados de libertad sea N-1.
b) Variación entre muestras correspondientes a cada tratamiento
Se simboliza Se. Al medir las variaciones existentes entre las distintas muestras – cada una de ellas representada por su respectiva media muestral - , debe realizarse la comparación entre la media de la muestra correspondiente a cada tratamiento  en relación a la media total. De este modo, su fórmula de cálculo está dada por: 






Se = 
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También en este caso se desarrolla el cuadrado del binomio y se obtiene:




Se = 
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Se = 
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Teniendo en cuenta la siguiente igualdad y reemplazando la misma en la expresión precedente: 
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Se obtiene:





Se = 
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Recordando que:
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La variación entre muestras puede ser escrita del siguiente modo:

Se = 
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Se = 
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Reemplazando 
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por la expresión obtenida en (1) y teniendo en cuenta a que era equivalente la constante c, se llega a la expresión final de la variación entre muestras:
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Siguiendo el mismo razonamiento que el aplicado en el caso anterior; y, teniendo en cuenta, por lo tanto, el teorema de Fisher, se demuestra que Se tiene una distribución 
[image: image59.wmf]2
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 con k-1 grados de libertad.

c) Variación dentro de las muestras (variación residual).

Se simboliza Sr. Al medir las variaciones existentes entre los elementos de cada una de las distintas muestras en relación a su respectiva media muestral, debe realizarse la comparación entre cada elemento de la muestra y su respectiva media. De este modo, su fórmula de cálculo está dada por: 





Sr = 
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Al desarrollar el cuadrado del binomio, la expresión resultante es:





Sr = 
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Siguiendo el mismo razonamiento que el aplicado en el caso anterior; y, teniendo en cuenta, por lo tanto, el teorema de Fisher, se demuestra que Se tiene una distribución 
[image: image62.wmf]2
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 con N-k grados de libertad. 
En consecuencia, surge de las fórmulas expuestas que:
St = Sr + Se
La variación total resulta de la suma de la variación entre muestras y la variación residual.
Prueba de hipótesis para la igualdad de k medias (k>2)

Los pasos a seguir en esta prueba, son:

1) Se plantean las hipótesis nula y alternativa detalladas a continuación
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2) Se fija un nivel de riesgo α.
3) Se selecciona la función pivotal que servirá de base para la realización del test. En este caso, la misma está dada por la siguiente expresión:

Se / (k-1)

Sr / (N-k)

Cuya distribución es F de Snedecor con (k-1) grados de libertad en el numerador y (N-k) en el denominador.
Cuanto menor sea Se, menor será el peso de la variación entre muestras sobre la 
variación residual; y, por lo tanto, se aceptará en este caso la hipótesis nula planteada de igualdad entre las medias.

4) Se determina la región crítica. En este tipo de test, la zona de rechazo de la hipótesis nula se encuentra siempre del lado derecho.  De este modo, el punto crítico se escoge a partir de la distribución F(k-1; N-k) en función del nivel de riesgo utilizado, obteniendo en consecuencia la regla de decisión.
5) A fin de poder arribar a las correspondientes conclusiones debe calcularse el valor de la función pivotal a partir del cuadro de análisis de varianza.
6) Las conclusiones son las siguientes:

Si 
Fcalculado > F tabla se rechaza H0

De este modo, el análisis de varianza es una prueba de diferencia de medias utilizando las varianzas; es decir, analizando las variaciones dentro de las muestras y entre las muestras.

Pueden obtenerse de este modo las siguientes conclusiones:

a) si las variaciones entre las muestras son mayores que las variaciones dentro de las muestras; entonces, se rechaza la hipótesis nula de igualdad entre las medias; y, por lo tanto, las variaciones se deben a las variaciones entre las muestras.
b) si las variaciones dentro de las muestras son mayores que las variaciones entre las muestras, se acepta la hipótesis nula de igualdad entre las medias; y, por lo tanto, las diferencias son debidas a las variaciones dentro de las muestras.
Su aplicación a la teoría de la credibilidad

La teoría de la credibilidad trata esencialmente de determinar qué grado de ponderación se debe dar a la evidencia observada; es decir, a la propia experiencia. La mayoría de los autores que tratan estas cuestiones definen la prima de credibilidad como la aproximación de la prima del riesgo por medio de una función dependiente de la siniestralidad real sufrida por ese determinado riesgo.

El problema de la teoría de la credibilidad consiste en determinar las ponderaciones que afectan a la experiencia de siniestralidad de una compañía respecto a la experiencia de un colectivo al que pertenece dicha compañía.

La teoría de la credibilidad brinda herramientas que permiten trabajar con la aleatoriedad de los datos utilizados para predecir costos o eventos futuros.

Las compañías de seguro utilizan información del pasado correspondiente a un grupo de asegurados para estimar costos de futuras coberturas. El costo promedio anual en concepto de siniestros resulta una estimación muy pobre para el futuro. 

La confiabilidad en la estimación es una función de la variabilidad de los siniestros dado que éstos tienen lugar a partir de sucesos aleatorios.
Se pueden obtener mejores estimaciones combinando observaciones recientes con otra información.

En consecuencia, la teoría de la credibilidad es el mecanismo que permite el ajuste sistemático de las primas de seguros a medida que se obtiene mayor experiencia de siniestralidad.

Proceso de varianza de siniestros agregados, primas puras y frecuencias siniestrales: Conceptos
Se supone que durante un período de observación tienen lugar N siniestros de cuantías X1, X2...XN  , respectvamente.
De este modo, los siniestros agregados para el período de observación considerado están dados por:





 L = ( X1 + X2 +...+XN)

La prima pura correspondiente – el aporte que debe realizar cada uno de los expuestos a riesgo para poder cubrir los siniestros esperados - está dada por 





PP = ( X1 + X2 +...+XN) / Expuestos.

Mientras que la frecuencia siniestral está dada por 





LR = (X1 +...+XN) / Prima ganada

A modo de ejemplo, si 300 autos generan siniestros por un total de $120.000 durante un año, la prima pura que surge de la observación 
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. La prima pura también puede obtenerse a partir del producto entre la frecuencia y la intensidad del siguiente modo:





P.P = 
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 P.P. = frecuencia x intensidad.

Se concluye entonces que la prima pura puede variar tanto por variaciones producidas en la frecuencia como por variaciones producidas en la intensidad.

La varianza de la prima pura observada para un riesgo dado que se debe a variaciones aleatorias se conoce como varianza del proceso.  

Credibilidad parcial

Cuando se trabaja con credibilidad total, se asigna el 100% de credibilidad a las observaciones propias.

Sin embargo, cuando existe menos información que la necesaria para obtener credibilidad total, debe asignarse menos del 100% a dichas observaciones.

Sea n el número esperado de siniestros para cierto volumen de información y nf el necesario para credibilidad total. De este modo, la credibilidad parcial asignada está dada por:
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Determinación del factor de credibilidad. Método de Buhlmann
Estimación de EPV y VHM a partir de los datos.


Pertenece al conjunto de métodos que se basan en la búsqueda de máxima precisión, minimizando los errores de la estimación.


El método de Buhlman intenta de este modo analizar el efecto producido por la componente correspondiente a variaciones residuales contenidas en la variación total estudiada en el análisis de varianza.
El enfoque de Buhlmann sobre el problema de la asignación de credibilidad tiene como punto de partida:

Z * Estimación obtenida a partir de los datos correspondientes a la experiencia propia + (1-Z) * estimación obtenida a partir de los datos externos


El factor de credibilidad propuesto por Buhlmann está dado por la siguiente expresión:

Z = N/ (N+h)


Donde h se conoce con el nombre de parámetro de Buhlmann.

Mientras que el valor N se refiere, según lo que se esté estimando, a número de siniestros – al estimar costo medio - o número de expuestos – al estimar frecuencia- .

A fin de determinarlo, es necesario descomponer la varianza total de la variable sujeta a análisis
 en sus dos componentes: valor esperado de la varianza del proceso y varianza de las medias hipotéticas. Para ello debe recopilarse la información correspondiente a la variable analizada, definiendo previamente una característica o atributo del riesgo a evaluar a fin de poder realizar la clasificación.

Supóngase que se analizará la prima pura cobrada a conductores en distintas localidades. Se reúne la información correspondiente a las distintas localidades y distintas compañías aseguradoras. Se muestra el esquema en el siguiente cuadro:

	LOCALIDAD

COMPAÑÍA
	A1
	A2
	A3
	…
	Ai
	…
	Ar

	C1
	X11
	X21
	X31
	…
	Xi1
	…
	Xr1

	C2
	X12
	X22
	X32
	…
	Xi2
	…
	Xr2

	C3
	X13
	X23
	X33
	…
	Xi3
	…
	Xr3

	…
	…
	…
	…
	…
	..
	…
	…

	CJ
	X1j
	X2j
	X3j
	…
	Xij
	…
	Xrj

	…
	…
	…
	…
	…
	..
	…
	…

	CS
	X1s
	X2s
	X3s
	…
	Xis
	…
	Xrs





Donde: Xij representa la prima pura cobrada por la compañía j en la localidad i.


A partir de este cuadro, se definen los siguientes conceptos.

Media hipotética

Se define como media hipotética al promedio correspondiente a un tipo de riesgo que reúne ciertas características en particular. En el ejemplo, el promedio se refiere a la prima pura y la característica analizada es la localidad. Es decir, es la esperanza condicional dado que se observaron las características mencionadas.

Se simbolizará la media hipotética como: E(X/Ai), Representa la prima pura promedio correspondiente a la localidad i.Se corresponde con el concepto de medias de tratamientos en análisis de varianza.
Valor esperado de las medias hipotéticas

Es el promedio de las medias hipotéticas consideradas. Se lo simbolizará como E(X), representando en el ejemplo la prima pura promedio de todas las localidades. Se corresponde con el concepto de media total en análisis de varianza.
Varianza de las medias hipotéticas

Se define como:

VMH = Σ{ [E(X/Ai) - E(X)] ^ 2}*ni/n

Donde n es el total de observaciones


ni es el total de observaciones efectuadas en la localidad i.

Es el promedio de las variaciones entre las muestras Se introducido en análisis de varianza.
En consecuencia, esta varianza mide las variaciones existentes entre el promedio de la localidad en particular respecto al promedio de todas las localidades. 

De este modo, cuanto más parecidas sean las primas puras cobradas en las distintas localidades, menor será el valor de esta varianza.

La mayor dispersión entre los valores cobrados se reflejará en un mayor valor de varianza de las medias hipotéticas. 

Varianza del proceso

Se entiende por proceso al proceso aleatorio de generación de la variable sujeta a estudio- en el ejemplo prima pura-. Se define la varianza del proceso como la varianza de un tipo de riesgo en particular – en el ejemplo localidad -.

Cada una de las localidades tendrá un valor esperado y una varianza. El valor esperado por localidad es la media hipotética calculada previamente.

La varianza por localidad estará dada por la siguiente expresión:

V(Ai) = {Σ [Xij - E(X/Ai)] ^2} /ni
Mide las variaciones de la prima pura cobrada por cada compañía aseguradora en la localidad i respecto a la prima pura promedio cobrada en la mencionada localidad correspondiente a la totalidad de las compañías aseguradoras que operan en la misma. En consecuencia, de no existir diferencias entre lo que cobran las distintas compañías en la localidad, la varianza tenderá a cero.

Valor esperado de la varianza del proceso.

El valor esperado de la varianza del proceso es entonces el promedio ponderado de las varianzas del proceso de cada una de las posibles combinaciones de factores que determinan el riesgo – en nuestro ejemplo la localidad-.

VEVP = Σ V(Ai)/r
El menor valor de este valor esperado implica que las variaciones entre las primas cobradas por las distintas compañías en una misma localidad son pequeñas.

Descomposición de la varianza total

De este modo, puede demostrarse que la varianza total se descompone en el valor esperado de la varianza del proceso y la varianza de las medias hipotéticas.

Varianza total = Valor esperado de la varianza del proceso + Varianza de las medias hipotéticas.

La  constante h que utiliza Buhlmann es entonces el cociente entre el valor esperado de la varianza del proceso y la varianza de las medias hipotéticas.

h = VEVP/VMH

 De modo que  h será mayor cuanto mayor sea el valor esperado de la varianza del proceso. Cuanto menor sea el mencionado valor, se podrá explicar la mayor parte de la varianza total a partir de las variaciones observadas entre las medias hipotéticas y, en consecuencia, menor será el factor h y mayor credibilidad Z  se dará al valor o valores observados, provenientes de nuestra propia experiencia.

Ello es así porque no existe diferencia entre el promedio correspondiente a la compañía bajo análisis – experiencia propia – respecto al promedio correspondiente al resto de las compañías.

Es claro que a mayor valor de h, menor será la credibilidad otorgada a la experiencia propia del asegurado. Resulta absolutamente lógico entonces que el factor h surja como el cociente mencionado ya que a mayor diferencia entre los valores esperados o medias de las distintas localidades – hipótesis - , se le da mayor peso a la experiencia propia, a menor varianza explicada, menor credibilidad.
Ejemplo
A continuación se transcriben las primas puras correspondientes a cinco compañías aseguradoras en dos localidades:


     Compañías
            Localidad I
        Localidad II



1 

        30

   30



2  

        33

   28



3

        26

   31 


4 

        31

   27



5

        30

   24
A partir del cuadro se obtienen las primas puras promedio correspondientes a cada una de las localidades  y sus varianzas:
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A partir de los resultados previos, se determina el valor esperado de la varianza del proceso y la varianza de las medias hipotéticas:
VEVP = 
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VMH = [ (28-29)2+(30-29) 2] * 5 = 10
Obteniendo de este modo el parámetro de Buhlmann y, en consecuencia, el factor Z de crediblidad:
h = 
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El coeficiente obtenido de 0,877 representa la credibilidad que debe asignarse a la prima pura de la localidad que se está analizando, mientras que el complemento de 0,123 es el peso que debe asignarse a la prima pura exógena.

En excel existe la función Análisis de varianza de un factor dentro de “Análisis de datos” que permite realizar los cálculos correspondientes.

Se muestra la pantalla correspondiente:
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donde:

Rango de entrada: debe introducirse la matriz de datos.

Agrupado por: dependerá de cómo se encuentren ordenados los datos.

En el esquema presentado en este trabajo los datos están agrupados por columnas.

Debe luego introducirse el nivel de riesgo con el que se trabajará. Si no se introduce, la máquina automáticamente toma el valor 0.05.

Teniendo en cuenta el ejemplo presentado, el programa de excel de análisis de varianza de un factor devuelve la siguiente salida.

RESUMEN

	Grupos
	Cuenta
	Suma
	Promedio
	Varianza

	Columna 1
	5
	150
	30
	6,5

	Columna 2
	5
	140
	28
	7,5


ANÁLISIS DE VARIANZA

	Origen de las variaciones
	Suma de cuadrados
	Grados de libertad
	Promedio de los cuadrados
	F
	Probabilidad
	Valor crítico para F

	Entre grupos
	10
	1
	10
	1,4285714
	0,2662241
	5,25930888

	Dentro de los grupos
	56
	8
	7
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Total
	66
	9
	 
	 
	 
	 


Puede observarse que la variación total (St) es 66 y se descompone en la variación entre las muestras (Se) de 10 y la variación dentro de las muestras  o residual (Sr) de 56.

Además, el promedio de cuadrados entre grupos representa la varianza de las medias  mientras que  el promedio de cuadrados dentro de los grupos muestra el concepto de valor esperado de la varianza del proceso.

Conclusiones

Puede apreciarse que el parámetro h de Buhlmann es el recíproco del estadístico utilizado en el análisis de varianza.

Buhlmann analiza también la variabilidad de los valores a estimar comparando los datos correspondientes a la experiencia propia con los datos correspondientes a otras localidades – externos –. No  existe como condición un límite máximo de datos; como en el caso de credibilidad total.
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� La relación se obtiene a partir de (1)


� Se deja constancia que en la fórmula presentada en (2) sólo se trabajó con la variable centrada elevada al cuadrado. Si se estandarizase, se obtendría la misma expresión (2) pero dividida por la constante � EMBED Equation.3  ���; lo cual no alteraría los resultados posteriores; ya que, como el objetivo es construir una F Snedecor , al dividir esta � EMBED Equation.3  ���por otra � EMBED Equation.3  ��� y por sus respectivos grados de libertad cada una (definición de F de Snedecor); quedaría simplificada � EMBED Equation.3  ���ya que se supuso su igualdad para todas las poblaciones. Debe tenerse presente este razonamiento para todos los desarrollos posteriores correspondientes a las distintas variaciones.





� Se obtiene a partir de (1)


� Es el denominado análisis de varianza


� Es la llamada variaciones dentro de las muestras en el análisis de varianza, conocida también como. process variante.


� En el modelo no es necesario establecer hipótesis alguna ni sobre la distribución que gobierna a los riesgos individuales ni sobre la distribución a priori de los parámetros de riesgo.   


� Puede analizarse la frecuencia esperada, el costo medio o intensidad esperada o la prima pura esperada.


� No todas las compañías aseguradoras operan en todas las localidades; con lo cual, la cantidad de datos por localidad puede ser variable. En este caso, el esquema sería igual al presentado en análisis de varianza.


� Resulta equivalente a r*s si se posee información de todas las compañías en todas las localidades.


� Dependerá de la cantidad de compañías que operen en la localidad i.


� Corresponde al concepto de descomposición de variaciones totales introducido en análisis de varianza.
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