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RESUMEN

En este trabajo proponemos la aplicación del estadístico T² de Hotelling generalizado  para la comparación de dos medias en modelos de dispersión multivariados propios. Si bien esta propuesta se originó a partir del análisis de datos de conteo de bacterias, su aplicación es más general ya que puede extenderse a cualquier ámbito donde  los datos presenten distribuciones no normales. Comparamos el comportamiento del estadístico T2 clásico con la generalización obtenida, utilizando el modelo gamma multivariado a partir de un estudio de simulación. 
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1. INTRODUCCIÓN

La motivación de este trabajo surge a partir de la necesidad de comparar datos de conteo de bacterias con distribuciones no normales, en una etapa previa vimos que el modelo que ajusta pertenece a la familia Tweedie. La generalización del T² de Hotelling propuesta por Jorgensen y Rajeswaran  (2005) para el modelo de dispersión multivariado propio, fue la inspiración para obtener un estadístico apropiado para comparar dos muestras no normales. Hay muy pocos resultados en la literatura acerca de la extensión de las técnicas multivariadas para pruebas de comparación de medias de distribuciones no normales, esto sorprende ya que la mayoría de los datos no presentan normalidad. Liang y Zeger (1986) proponen trabajar con las ecuaciones de estimación generalizadas; con la desventaja que los resultados asintóticos se cumplen sólo en muestras grandes. 
Adaptamos el estadístico T² de Hotelling para comparar las medias de dos poblaciones cuando cada una de ellas se ajusta a un modelo de dispersión multivariado propio. La ventaja de este nuevo estadístico es que la distribución asintótica  se aplica no sólo para muestras grandes, sino también para el caso de  pequeñas dispersiones, presentado por Jorgensen (1987) dentro de la teoría asintótica..
2. METODOLOGÍA

2.1.  Modelo de dispersión multivariado

Comencemos definiendo el modelo de dispersión univariado (Jorgensen, 1997):
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  es el parámetro de posición, [image: image5.png]
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 pudiera ser factorizada como [image: image15.png]c(¥)b(c?)



,  la función (1) representa un modelo de dispersión propio. Las distribuciones normal, gamma e inversa gaussiana son ejemplos, entre otras, de modelos de dispersión propios.

Un modelo de dispersión multivariado se define como (Jorgensen y Lauritzen, 2000)
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 definida positiva simétrica y  [image: image26.png]t(y;p)



 es un vector de residuales tal que [image: image28.png]
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 en cualquier otro caso. El vector [image: image34.png]


 es el vector de posición y [image: image36.png]


 es la matriz de dispersión.

Cuando [image: image38.png]a(y; I)



 puede factorizarse como [image: image40.png]b(Z)e(y)



 con funciones b y c convenientes, resulta un modelo de dispersión multivariado propio.

Tal modelo puede ser obtenido a partir del modelo de dispersión univariado como sigue:
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, donde [image: image45.png]V(y) = diag{V (3).V (¥,




,  t es el vector de residuales deviance definido por
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 , el doble signo depende del signo de [image: image51.png]


. Asumiremos que las segundas derivadas de t son contínuas.

Cuando la matriz de dispersión es diagonal, los modelos marginales resultan ser modelos independientes de dispersión propios, de lo contrario resultarían correlacionados. Una propiedad interesante de este modelo es que [image: image53.png])
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, por lo tanto a la hora de realizar inferencia sobre [image: image57.png]


 no necesitamos conocer su forma. 

El cuadrado del estadístico t en el caso multivariado es el [image: image59.png]


 de Hotelling (Hotelling, 1931) para la prueba [image: image61.png]By =Hy vs Hypy # py



  es:
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 es una  muestra aleatoria de tamaños [image: image67.png]
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 una  muestra aleatoria independiente de tamaño [image: image73.png]
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. Asumiremos que [image: image77.png]


 ,  entonces un estimador para la varianza común [image: image79.png]


 es
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 (distribución Wishart) y [image: image84.png](n, — I, ~W, 4 (2)



.   Como las dos muestras son independientes, 
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, también lo son. 

Entonces, por propiedad de la distribución Wishart: [image: image88.png](ny — DI, + (n, — DEMW, 4, 2(5)



.

Por lo tanto  la variable aleatoria [image: image90.png]I = %,(0,3)" [L'*—‘r—‘”] ,0.3)



  tiene la distribución [image: image92.png]


. 
La idea es adaptar este estadístico al problema de que muestras provienen de poblaciones que se ajustan al modelo de dispersión multivariado propio y desconocemos [image: image94.png]


.

Para obtener la generalización del estadístico, trabajamos a partir del test de cociente de verosimilitud para las hipótesis planteadas. Consideramos la teoría de las grandes muestras ([image: image96.png]n — o)



  y  pequeñas dispersiones asintóticas (Jorgensen, 1987).  

3. RESULTADOS 

Definimos el [image: image98.png]
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 es desconocida por la siguiente transformación monótona  del test de cociente de verosimilitud [image: image104.png]
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será rechazada para valores pequeños de [image: image110.png]


 ó equivalentemente, para valores grandes de [image: image112.png]


  En el caso del modelo normal multivariado, la ecuación anterior es exactamente el [image: image114.png]


 de Hotelling.
A partir del criterio  de verosimilitud   [image: image116.png]


  y  después de cálculos algebraicos vemos que
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el cual tiene una distribución asintótica al [image: image119.png]


 de Hotelling.
La ecuación (5) es la aproximación buscada.

Si bien es una aproximación del estadístico [image: image121.png]


, es más sencilla de calcular y además se mantiene para grandes muestras y para pequeñas dispersiones ya que no depende de una distribución asintótica en particular.
Se ilustraron estos resultados mediante simulaciones numéricas.
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