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RESUMEN
En este trabajo se realiza una breve introducción de los modelos de innovaciones de espacio de estado y su relación con los métodos de suavizado exponencial. Si bien los pronósticos puntuales de ambos métodos coinciden cuando se definen parámetros equivalentes, los  permiten entre otras cosas encontrar intervalos de predicción y estimación máximo verosímil de los parámetros. Se presentan los métodos de suavizado generalmente más usados y se definen los correspondiente  de innovaciones. Se encuentra la forma reducida de los , las cuales coinciden con distintos modelos . Para la estimación máximo verosímil de  de innovaciones, se utilizan ecuaciones recursivas, no siendo necesario usar el filtro de Kalman, para calcular la verosimilitud, como en los clásicos , por no tener múltiples fuentes de error. Se realizan dos aplicaciones a series reales, una con tendencia y otra con tendencia y estacionalidad. Los resultados encontrados muestran que en estos casos las constantes de suavizado de los métodos de suavizado exponencial equivalentes a los parámetros al modelo  de innovaciones difieren notablemente en sus valores. Así mismo, que no hay una supremacía absoluta de un método sobre los otros, sin embargo, los modelos de espacio de estado permiten una interpretación más directa de los componentes que intervienen en la serie. 
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1. INTRODUCCIÓN
Los suavizados exponenciales surgieron con el trabajo pionero de R. G. Brown en el año 1944 y se desarrollaron durante los años 1950 a través de los trabajos de  Holt (1957), Brown (1959) y Holt-Winters (1960). Estos métodos de pronóstico intuitivos y de fácil comprensión, fueron muy útiles y con muy buenos resultados especialmente en el área de negocios y empresas. No obstante sufrieron dos críticas fundamentales: 1) no existe un modelo estadístico que sustente la representación de los datos y 2) no permitían realizar intervalos de pronóstico.
Abrahan y Leodolter (1983), pusieron en correspondencia los suavizados exponenciales con distintos modelos ARIMA. De esta forma se justifica la presencia de un proceso estocástico que representa los datos y permite realizar intervalos de pronósticos.
El libro de A. Harvey (1989), hace una presentación rigurosa de los modelos de espacio de estado, donde mediante modelos de series de tiempo estructurales, se formulan directamente los términos de los componentes de interés. En estos modelos juega un papel importante el filtro de Kalman para la estimación máximo verosímil de sus componentes. Estos componentes, como por ejemplo, el nivel, el crecimiento, la estacionalidad, etc., se relacionan con los componentes que se suavizan en los suavizados exponenciales. Así mismo,  se muestra la equivalencia entre estos modelos y  los modelos ARIMA.
Más recientemente el libro de Hyndman et al (2008), explica sistemáticamente y desarrolla ideas de artículos de los últimos diez años, sobre los denominados modelos de innovaciones de espacio de estado, los cuales mantienen la naturaleza intuitiva del suavizado exponencial pero con el enfoque de modelos de espacio de estado, con las respectivas ecuaciones de medida y de estados. Si bien los pronósticos puntuales coinciden cuando se calculan por ambos métodos, los segundos proveen, entre otras cosas, intervalos de predicción y estimación máximo verosímil. También se pueden encontrar los modelos ARIMA equivalentes.
En este trabajo se realiza una breve introducción de los modelos de innovaciones de espacio de estado, siguiendo las ideas de Hyndman et. al. (2008) para luego mediante dos aplicaciones de series de tiempo reales, mostrar las relaciones entre los distintos tipos de modelos con sus respectivas equivalencias.
2. METODOLOGÍA
Se definen los métodos de suavizado más comúnmente usados, como son Suavizado Exponcial Simple, Método Lineal de Holt, de Tendencia Amortiguada, Método Aditivo de Holt-Winters y multiplicativo de Holt-Winters. Para cada caso se definen las ecuaciones de suavizado y el correspondiente pronóstico. Se definen los modelos de espacio de estado con innovaciones para todos los modelos anteriores, teniendo en cuenta si los errores son de tipo aditivo o multiplicativo. La notación que se utiliza es ETS(.,.,.), se refiere a los tres componentes error, tendencia y estacionalidad, respectivamente y determina la forma en que estos componentes se presentan.  Por ejemplo ETS(A,A,N), significa error aditivo, tendencia aditiva y sin estacionalidad, correspondiente al método de Holt con error aditivo.
A modo de ejemplo el modelo anterior se define: sea  el pronóstico un paso hacia adelante suponiendo conocido los valores de todos los parámetros, sea = el error de pronóstico un paso hacia adelante en el tiempo t, se encuentra 
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donde . 
Las tres ecuaciones anteriores constituyen un  subyacente del método de Holt.
Definiendo el vector de estado  se pueden escribir las ecuaciones anteriores como
,                                                                                                      
.                                                                                               
El modelo queda completamente especificado y generalmente se establece que la distribución de los errores es .
Modelo general de los métodos de suavizado exponencial
Se pueden encontrar  los MEE de los treinta suavizados exponenciales. El modelo general involucra un vector de estado  y una ecuación de forma 
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El modelo con error aditivo tiene , entonces , mientras que en el modelo con error multiplicativo , entonces . Donde el error relativo del modelo multiplicativo es .  
Los pronósticos puntuales de los modelos anteriores se obtienen iterando las ecuaciones anteriores para   y haciendo  para. Los pronósticos puntuales están dados por , la esperanza condicional del modelo correspondiente, excepto en los casos de tendencia y estacionalidad multiplicativa para  .
Los intervalos de pronóstico de un modelo lineal, donde las predicciones se distribuyen Gausseanas, se pueden deducir de las variancias condicionales . Este enfoque también funciona para muchos modelos no lineales.
Para pronosticar se necesita la iniciación y estimación de los modelos , se debe especificar el tipo de modelo que se va a usar (selección del modelo), el valor inicial de  (valor inicial o semilla) y la estimación de los parámetros , ,  y . En la iniciación generalmente el valor de  se especifica usando valores ad-hoc o vía un esquema heurístico.
Para la estimación se define la verosimilitud de las innovaciones del , a partir de la cual se obtienen los estimadores máximo verosímiles. Esta función de verosimilitud (con los términos constantes eliminados), es condicional a los parámetros  y los valores iniciales del estado , siendo  es en número de observaciones y  el período estacional. Esto se calcula utilizando ecuaciones recursivas. No es necesario usar el filtro de Kalman para calcular la verosimilitud, como en los  clásicos, por no tener múltiples fuentes de error.
La innovación lineal del  general es:
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: valor observado en el tiempo t,
: vector de estado en el tiempo t,
este modelo aditivo es un caso especial del modelo más general. En el suavizado exponencial el vector de estado contiene información nueva del nivel, crecimiento y patrón estacional. Por ejemplo, en un modelo con tendencia y estacionalidad . La variable de estado contiene un vector de estado, que se puede sustituir en la ecuación para dar una forma reducida del modelo. Los componentes del vector de estado permiten tener una mejor comprensión de la estructura de la serie y explorar la necesidad de cada componente separadamente que definan el mejor modelo para la ecuación de transición. Esta es una relación de recurrencia de primer orden que describe cómo el vector de estado se desenvuelve a través del tiempo.  es la matriz de transición. El término   representa el efecto del pasado sobre el estado actual . El término  muestra lo impredecible de los cambios en  . El vector  determina la extensión de los efectos de las innovaciones sobre el estado, se lo llama vector de persistencia. La ecuación de transición es el mecanismo para crear la dependencia a través del tiempo entre las observaciones de una serie de tiempo.
Los k vectores y  son fijos, y  es una matriz  fija. Estos componentes fijos generalmente contienen parámetros que se necesitan estimar. El valor semilla  para la ecuación de transición  puede ser fijo o aleatorio. 
Al modelo a menudo se lo llama el  de innovaciones Gausseanas, porque se define en término de innovaciones que siguen la distribución Gausseana. Es fácil encontrar la función de densidad de probabilidad para  como función de las innovaciones y tiene una forma relativamente simple.
Las predicciones de , dados el valor inicial  y las observaciones, se pueden calcular recursivamente a partir de los valores de la serie usando las relaciones:
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estas transformaciones se llamaran suavizado exponencial general. Los pronósticos que se obtienen con estas transformaciones son funciones lineales de observaciones pasadas. Se encuentra
,                                                                                               
donde   y . El pronóstico es una función lineal de las observaciones pasadas y el vector semilla.
El enfoque que se sigue para encontrar la relación entre los  de innovación y modelos , es el de eliminar las variables de estado del modelo de estado, para llegar a un proceso ,  que se lo llama la forma reducida del modelo.
La forma reducida del modelo de innovación general se expresa como

donde de   y  son ambos polinomios del retardo L y se pueden incluir potencias de L relacionadas con el período estacional m. Además,  contiene todas las raíces unitarias en el polinomio. Si hacemos  resulta el modelo  .
3. RESULTADOS
Para mostrar los resultados empíricos de los distintos modelos y las equivalencias entre ellos se trabaja con dos series: 1) índice anual de mortalidad total de Lee-Carter para la provincia de Santa Fe  y 2) litros de leche mensuales con destino a la fabricación yogur en Argentina ( a ). La primera ejemplifica las series que sólo poseen tendencia, mientras que la segunda presenta componentes de tendencia y estacionalidad.
1) Índice general de mortalidad
El modelo  que mejor ajusta los datos, según el criterio de Akaike, es un , el cuál posee error y tendencia aditivos. Se encuentra el método de Holt equivalente y se calcula el suavizado de Holt tradicional. También se estima el modelo equivalente, y el mejor según el AIC. Se realizan los pronósticos 5 pasos hacia adelante con sus correspondientes intervalos de predicción para el modelo , para el suavizado de  Holt equivalente no se exponen por ser los pronósticos puntuales coincidentes, en cambio se presentan los del método de Holt tradicional y la del mejor modelo . 
2) Serie mensual litros de leche pasteurizada destinadas a la elaboración de yogur en la Argentina
Esta serie presenta una leve tendencia creciente y una marcada estacionalidad. El modelo de innovaciones de espacio de estado que corresponde es . Se encuentra el método de Holt-Witers equivalente y el estimado por el método tradicional. También se estima el  correspondiente. Se realizan los pronósticos 6 pasos hacia adelante de los modelos , suavizado aditivo de  y   con sus respectivos intervalos de pronóstico. Se calculan los  de los tres modelos para .
4.  CONSIDERACIONES FINALES
En este trabajo se realiza una breve introducción de los modelos de innovaciones de espacio de estado y su relación con los métodos de suavizado exponencial. Si bien los pronósticos puntuales de ambos métodos coinciden cuando se definen parámetros equivalentes, los  permiten entre otras cosas encontrar intervalos de predicción y estimación máximo verosímil de los parámetros.
Se presentan los métodos de suavizado generalmente más usados y se definen los correspondiente  de innovaciones. Se encuentra la forma reducida de los , las cuales coinciden con distintos modelos .
Para la estimación máximo verosímil de  de innovaciones, se utilizan ecuaciones recursivas, no siendo necesario usar el filtro de Kalman, para calcular la verosimilitud, como en los clásicos , por no tener múltiples fuentes de error.
Se realizan dos aplicaciones a series reales, una con tendencia y otra con tendencia y estacionalidad. Los resultados muestran que en estos casos las constantes de suavizado de los métodos de suavizado exponencial equivalentes a los parámetros del modelo  de innovaciones difieren notablemente en sus valores. Estas diferencias se deben a que: a) se utilizan diferentes criterios de optimización, b) se usan diferentes rutinas de optimización y valores iniciales y c)  investiga sobre un espacio paramétrico restringido para asegurar que el modelo resultante sea pronosticable, aspecto que ignoran los suavizados exponenciales
La forma reducida del  de innovaciones coincidente con los modelos , no resultan los más parsimoniosos e incluso se presentan problemas de invertibilidad, por ello se compara los modelos  con los mejores modelo  según . 
Para el segundo ejemplo los intervalos de pronóstico de los tres métodos contienen el valor real, siendo el que presenta menor incertidumbre (intervalo de pronóstico más estrecho), el , seguido del  y por último , aunque las diferencias son pequeñas.
Con respecto a la exactitud de los pronósticos,  la serie 2) presenta valores de  mayores en el modelo , seguido por el modelo  y con los valores más bajos para Holt Winters.
Estos resultados muestran que no hay una supremacía absoluta de un método sobre los otros, sin embargo, los modelos  permiten una interpretación más directa de los componentes que intervienen en la serie.
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