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RESUMEN

Mediante métodos Monte Carlo se generan series de tiempo con las siguientes carac-
teristicas: a) series cuyas distribuciones son mezclas de dos distribuciones normales con
varianzas diferentes, b) series que satisfacen un modelo de volatilidad, c) series que satis-
facen un modelo autorregresivo de primer orden (AR(1)) pero con errores contaminados
que se distribuyen como las mezclas dadas en a) y d) series cuyas distribuciones son
mezclas como las dadas en a) pero con heterocedasticidad condicional. Se estudian las
semejanzas y diferencias entre estas series de tiempo. Del anélisis se observa que en situa-
ciones précticas puede, en algunos casos, resultar dificil identificar el verdadero proceso
generador de las series. Efectivamente, los procesos que surgen de mezclas de distribu-
ciones tienen muchas caracteristicas similares a los procesos que satisfacen el esquema de
volatilidad.

El andlisis es realizado por un lado mediante las consideraciones tedricas correspon-
dientes, y por otro lado mediante el uso intensivo de las herramientas habituales en el
proceso de identificacién de las series de tiempo: esto es, los graficos de las series, los
histogramas, las distribuciones muestrales correspondientes, los correlogramas y los

correlogramas parciales.

Palabras claves: Autorregresién, Errores contaminados, Mezclas de distribuciones,
Modelos AR(1), Modelos ARCH, Volatilidad.

1. Combinacion de distribuciones normales

Supongamos que tenemos el proceso {u;} cuya distribucién es una mezcla de dos
densidades normales, esto es N (11, 02) y N(u, ko?), donde 0 < 02 < 0o, k > 0y sin pérdida
de generalidad podemos suponer que p = 0. Supongamos también que las variables

aleartorias u; son independientes entre si. Siguiendo a Lindsay (1995), la mezcla puede



X CONGRESO LATINOAMERICANO DE SOCIEDADES DE ESTADISTICA
CORDOBA, ARGENTINA. 16 A 19 DE OCTUBRE 2012

escribirse como pN (0, ko?) + (1 — p)N(0,0%), 0 < p < 1. Entonces, la densidad de u;

puede escribirse como

o= 7o (3ie) e (55)

U) = ——=exp | — exp| —=—= ),

gt 2mvVko P 2ko? 2mo P 202

donde ahora tenemos los pardmetros o2, py k, 0 < p < 1. Se puede considerar a p como

la proporcién de “contaminacién” existente entre las variables con densidad N (0, 02).

Vemos que E(u;) =0y

var(u)) = E(u})=o*{pk+ (1—p)}

2

= o,

De lo dicho anteriormente, es claro que el proceso {u;} es estacionario (en el sentido
amplio). De acuerdo a Durbin y Koompam (2001), este es un proceso cuya distribucién
tiene “colas pesadas” y puede ser usado para explicar algunos hechos que pueden tomar
valores extremos con una probabilidad superior a la normal.

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar en nuestro caso que o2 = 1.

2. La volatilidad

La volatilidad se define como la varianza de una variable aleatoria, cominmente un
retorno en aplicaciones econémicas, condicional a toda la informacién pasada. Como la
volatilidad no puede ser medida directamente, la misma puede manifestarse de varias
maneras en una serie financiera.

A continuacién se introduce una notacién que serd utilizada en el. Sea x; la serie bajo

estudio. Definimos
My = E(ZUt |ft71) = Et—l(l“t)a (1)

hy = var(zy|Fio1)=FE {(l't — )° ’thl}
= Eia(ye — Nt)2 = var;_1 (), (2)

como la media y la varianza condicionales de z; dada la informacién hasta el instante
t — 1 contenida en F;_1.

Un modelo tipico para la volatilidad es de la forma

Ty = fy + \/h_tgt» (3)
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donde E;_1(e¢) = 0, var;_1(g;) = 1y tipicamente los €; son independientes e idénticamente
distribuidos (I1D) con distribucién F. La media y la varianza incondicional de x; se
denotardn como p, = E(zr;) y 02 = var(z;), respectivamente, y sea G la distribucién
de x;. Es claro que (1), (2) y F determinan pu,, 02 y G, pero no lo contrario. Mayores
detalles pueden verse en Abril (2012).

3. Diseno de las simulaciones

Cuando se trabaja con una sola serie, sin hacer replicaciones, consideramos el tamano
muestral 7' = 2000. Cuando se hacen n replicaciones, tomamos el tamano muestral 7' =
200 y el nimero de replicaciones n = 1000. A partir de esto generamos series de tiempo

empiricas de tamano 7T por medio de los siguientes pasos:

3.1. Generacion de los datos de las mezclas

a. Se generan numeros pseudoaleatorios independientes N (0, 1), denotados por &1, . . .,
ep. La sucesion se inicia con un valor “semilla” provisto automaticamente (“by de-

fault”) por el programa. La semilla puede también ser seleccionada por el operador.

b. Se genera py, t = 1,...,T, a partir de la distribucién uniforme en el intervalo (0, 1),

esto es a partir de una U(0, 1).

c. Se transforma e; para producir la mezcla

{ﬂa, si P <D,
Ut =

5757 Si ]3\15 >p7

(4)

para t = 1,...,T, donde los valores de k y p han sido dados en el proceso de
generaciéon de la mezcla. En nuestro caso hemos tomado k£ = 9,16,25 y 100; p =
0,10;0,15;0,20 y 0,30, habiéndose trabajado con todas las combinaciones de los
valores de (k,p) dados. En situaciones précticas podria suceder que se necesite
estimar a estos valores de k y p, ya que tienen las caracteristicas de pardmetros

desconocidos. La férmula (4) puede ser escrita de la siguiente manera

Uy = kb(ﬁt - p) €ty (5)
donde
1, si Q S 0,
b = 6
() { LS4y > 0. (6)
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3.2. Generacién de los datos de la volatilidad
d. Se genera la serie {z;} que satisface el modelo

1 = Vhe, (7)

hi = ag+agar,, t=1,...,T. (8)

donde ¢; fue generada en el punto a. anterior, y los valores de g y «; han sido
dados en el proceso de generacion de la serie. en nuestro caso tomamos ag = 1 y

a; = 0,5. Es claro que (7) y (8) define una serie que satisface un modelo ARCH(1).
e. Se usa la serie {z;} para estimar los valores de ap y ;.

3.3. Generacion de los datos del modelo AR(1)

f. Para un dado valor del pardmetro ¢, generar la serie {y;} que satisface el modelo
yt:¢yt71+ut, tzla"'7T7 (9)

donde {u;} fue definido en (5) y (6) anteriores. En nuestro caso tomamos ¢ = 0, 6.

g. Se usa la serie y; para obtener estimaciones ¢ de ¢. Esas estimaciones se realizan

mediante el procedimiento de méxima verosimilitud bajo normalidad.

3.4. Generacion de los datos de las mezclas con heterocedasticidad condi-

cional

h. A partir de los ¢1,..., er generados en el punto a. y los p;, t = 0,1,...,T — 1,

generados en el punto b. se crea la serie

Wy = 4/ kc(]/?\tfl - P) €ty (10)

donde

17 s A1 S 07
clag_1) = 11
(a-1) { E~Y s oamq >0, (1)

y los valores de k y p usados son los dados en el punto c.

4. Analisis de las series y conclusiones

La estructura de la serie definida en (5) y (6) es similar a la de un modelo tipico de

volatilidad definido en (3) pero el analizar los correlogramas y correlogramas parciales de

4
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la serie {u;} y la serie {u?} se observan que para ambas se podria aceptar la hipétesis
de falta de correlacién serial, lo que concuerda con la teoria subyacente y con el proceso
generador de la serie. La tinica particularidad que se observa es que para la serie {u?},
en todos las combinaciones de k y p, la autocorrelacién y la autocorrelaciéon parcial
muestral de orden 11 conducen a rechazar las hipdtesis que los respectivos pardametros
son cero, lo que no tiene una explicacién tedrica. Esto tltimo podria llevar en casos
précticos a identificar para {u;} un modelo ARCH(11) con algunos de los coeficientes
de ordenes menores que 11 iguales a cero y con errores distribuidos proporcionalmente a
una x?. Cuando se estima el respectivo modelo ARCH(11) con coeficientes menores que
11 iguales a cero, los residuos resultantes satisfacen la hipétesis de que provienen de un
proceso constituido por variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con media y varianza constantes.

La serie definida en (10) y (11) satisface la definicién de volatilidad y cumple con lo
dado en (1) y (2). Por otra parte, esa serie {w;} es, desde un punto de vista préctico,
indistinguible de la serie {u;} definida en (5) y (6) lo que corrobora el hecho que mezcla
de distribuciones con diferentes varianzas y volatilidad estdn intimamente relacionados y
pueden, en algunos casos, ser confundidas unas con otras.

La serie definida en (7) y (8) fue generada siguiendo un modelo ARCH(1). Cuando se
analiza el correlograma y correlograma parcial de la serie {x;} se observa que se podria
aceptar la hipétesis de falta correlacién serial. Por otra parte, cuando se analiza a la
serie {z?} se observa que se puede identificar un modelo AR(2) con errores distribuidos
proporcionalmente a una x?. Todo esto concuerda con la respectiva teorfa. En cuanto
a la estimacién de ag y a1, a pesar que la misma se la hace por maxima verosimilitud
bajo el supuesto de normalidad, se encuentra que las distribuciones empiricas de esos
estimadores logradas por métodos de Monte Carlos estdn centrada en el verdadero valor
de los respectivos pardmetros.

La serie definida en (9) corresponde a un proceso AR(1) con errores cuya distribucién
es una mezcla de normales con diferentes varianzas. Las estimaciones del pardmetro ¢, a
pesar de ser hechas por maxima verosimilitud bajo el supuesto de normalidad, conduce
a que la distribucién empirica del estimador lograda por métodos de Monte Carlo estd
centrada en el verdadero valor del pardmetros. Con los residuos de esta serie se puede
identificar un modelo ARCH(11), similar a lo que ocurrfa con la serie {u;}. lo que nueva-
mente nos conduce a pensar que en muchas situaciones practicas serfa posible confundir
modelos con “colas pesadas” con modelos de volatilidad.

En todos los casos, la estimacién por maxima verosimilitud bajo el supuesto de nor-

malidad de la varianza no condicional de las diferentes series dio estimadores cuyas dis-
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tribuciones empiricas estdn centradas en el verdadero valor del pardmetro respectivo.
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